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Аннотация. В гражданской авиации актуальной и важной задачей является 

обеспечение участников воздушного движения бесперебойной радиосвязью. Спутниковая 

связь представляет собой глобальную подвижную сеть с зоной покрытия всей поверхности 

Земли, включая полярные районы, которая обеспечивает двунаправленный обмен речевыми 

сообщениями и данными. Анализ принципов функционирования спутниковых систем связи 

(ССС) показал, что определение энергетических характеристик имеет большое значение. 

Энергетические характеристики в спутниковых каналах связи и уровень помех определяют 

качественные показатели и эксплуатационные возможности ССС. Одним из критических 

факторов, обуславливающих эффективность функционирования ССС, являются условия 

распространения и поглощения радиоволн, в том числе ионосферных явлений, которые на 

сегодняшний день недостаточно полно изучены, что и обуславливает актуальность 

исследований.  

Настоящая статья посвящена теоретическим исследованиям плазмы ионосферы 

методами физической кинетики для повышения энергетического потенциала радиолиний 

спутниковой системы связи. 
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Abstract. In civil aviation, an urgent and important task is to provide air traffic participants 

with uninterrupted radio communication. Satellite communication is a global mobile network 

covering the entire surface of the Earth, including polar regions, which provides a two-way data and 

voice communication exchange. An analysis of the principles of functioning of satellite 

communication systems (SCS) showed that the determination of energy characteristics is of great 

importance. Energy characteristics in satellite communication channels and the level of interference 

determine SCS operational capabilities and quality indicators. One of the critical factors that 

determine the effectiveness of the SCS functioning is the conditions for the propagation and 

absorption of radio waves, including ionospheric phenomena, which are not yet fully understood, and 

this determines the research relevance.  

This article is devoted to theoretical studies of the ionospheric plasma by the methods of 

physical kinetics to increase the energy potential of the radio links of a satellite communication 

system. 

Keywords: physical plasma kinetics, energy relations, satellite communication systems, 

Maxwell distribution function, ionospheric phenomena. 

 

Введение 

Гражданская авиация (ГА) предназначена для решения важных для страны 

задач, связанных с обеспечением потребностей населения, отраслей 

промышленности и сельского хозяйства в воздушных перевозках. Управление 

воздушным движением (УВД) включает в себя комплекс мероприятий с 
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использованием современных радиотехнических средств обеспечения полетов, 

применяемых в автоматизированных системах управления воздушным 

движением (АС УВД) [Арефьев и др., 2021]. Особое место в эксплуатации ВС 

занимают системы связи, являющиеся единственным средством обеспечения 

процесса обмена информацией между членами экипажа и диспетчерскими 

пунктами [Межетов и др., 2021]. Ввиду того, что радиосвязь является основным, 

а в некоторых случаях единственным средством радиопереговоров и обмена 

данными между ВС и наземными пунктами УВД, в пунктах управления 

устанавливают наземные радиостанции, а на ВС бортовые радиостанции 

[Серебренников и др., 2017]. Система бортовых и наземных средств радиосвязи 

обеспечивает взаимодействие диспетчерских органов службы движения и передачу 

информации по управлению воздушным движением. 
Для обеспечения высокой безопасности, регулярности и эффективности 

полетов все участники воздушного движения должны быть обеспечены 

бесперебойной, беспоисковой и бесподстроечной радиосвязью. При этом 

радиосвязь должна оставаться доступной и надёжной даже в неблагоприятных 

условиях, таких как полёты над водной поверхностью и сложным горным 

рельефом, на значительном удалении абонентов друг от друга, при наличии 

электромагнитных помех. Решение данной задачи обеспечивается, в том числе, 

применением ССС [Белозерцев и др., 2021].  

Глобальные системы спутниковой связи обладают рядом достоинств, 

которые делают их уникальным и эффективным средством связи и обусловили 

их активное применение в авиации, а именно, неограниченные перекрываемые 

пространства, большая пропускная способность, высокое качество и надежность 

каналов связи. Использование искусственных спутников Земли (ИСЗ) позволяет 

организовать международную и национальную связь [Скрыпник и др., 2020; 

Арефьев, 2021]. Спутниковая связь представляет собой глобальную подвижную 

сеть с зоной покрытия всей поверхности Земли, включая полярные районы, 

которая обеспечивает двунаправленный обмен речевыми сообщениями 

и данными [Анаров и др., 2013; Бриндеев и др., 2015]. 

Для обеспечения эффективной работы международным союзом 

электросвязи даны рекомендации по использованию радиочастот и 

регламентированы нормы для ССС. При этом выбор рабочих частот обусловлен 

следующими факторами [Межетов и др., 2022]:  

‒ уровнем внешних источников шумов, принимаемых антенной системой; 

‒ условиями распространения и поглощения радиоволн (влияние на 

линию связи атмосферных осадков, затухания в атмосфере и ионосферных 

явлений); 

‒ взаимными помехами между ССС и радиосредствами других служб, 

работающих в смежных или одних и тех же диапазонах частот;  

‒ наличием и сложностью технических средств. 

Одними из важнейших факторов, которые обуславливают эффективность 

функционирования ССС, являются условия распространения и поглощения 



радиоволн, в том числе ионосферные явления, которые на сегодняшний день 

недостаточно полно изучены, что и обуславливает актуальность исследований. 

Цель работы – теоретические исследования физической кинетики плазмы 

ионосферы для повышения энергетического потенциала радиолиний 

спутниковой системы связи. 

 

Энергетические соотношения в спутниковых системах связи 

В совокупности с  диапазоном частот большое значение имеет определение 

энергетических характеристик ССС, которые вместе с уровнем помех 

определяют качественные показатели и эксплуатационные возможности ССС. В 

спутниковых каналах связи основным видом помех являются шумы 

радиоприемников и шумы внешних источников, кроме того значительное 

влияние оказывает космический шум [Патрикеев, 2017]. Рассмотрим 

энергетические соотношения для ССС с активной ретрансляцией [Владимиров и 

др., 2012]. При использовании активных ретрансляторов стараются применять 

узконаправленные антенны, что позволяет использовать передающие устройства 

(ПРД) с мощностью РПРД в сотни Вт, в связи с этим мощность входного сигнала 

приемного устройства (ПРМ) наземной станции: 

𝑃𝑐 =
𝑃ПРД𝐺ПРД𝐺ПРМ𝜆2

2

(4𝜋)2𝑙2
2𝐹2𝐿2

, 

где 𝑃ПРД – мощность передающего устройства; 𝐺ПРД – коэффициент 

направленного действия передающей антенны; 𝐺ПРМ – коэффициент 

направленного действия приемной антенны; 𝜆 – длина волны; l2 – протяженность 

участка ИСЗ-Земля; L2 – потери на распространение в среде; F1 – потери в 

приемном тракте. 

Мощность сигнала на входе ПРМ ИСЗ: 

𝑃𝑐р =
𝑃ПРД𝐺ПРД𝐺ПРМ𝜆1

2

(4𝜋)2𝑙1
2𝐹1𝐿1

, 

где F1 – потери на распространение в фидере, остальные характеристики 

аналогичны, но соответствуют линии Земля-ИСЗ. 

 Мощность шума на входе ПРМ земной станции: 

𝑃𝑚 = 𝑘𝑇эΔ𝑓 +
𝑃𝑐𝑃𝑚𝑝

𝑃𝑐𝑝
, 

где k = 1,32 10-2 Дж / град – постоянная Больцмана; Δ𝑓 – ширина полосы частот 

потока данных; 𝑇э – шумовая температура приемника. 

 Мощность шума на входе ПРМ ИСЗ:  

𝑃𝑚𝑝 = 𝑘𝑇𝑝Δ𝑓, 

где Tр – эквивалентная шумовая температура антенны. 

  Анализ энергетических соотношений в CCC показывает зависимость 

мощности принимаемого сигнала от потерь распространения в среде. 

 



Физическая кинетика плазмы 

Плазма представляет собой систему многих частиц и наиболее детальное 

и корректное её описание проводится с помощью методов физической кинетики, 

или кинетической теории [Веденяпин и др., 2018; Мингалев и др., 2017]. В 

кинетической теории поведение электронного, ионного газов, а также газов 

нейтральных атомов и молекул, которые присутствуют в частично 

ионизированной плазме, описывается функцией распределения 𝑓𝑎(𝑟, 𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ , 𝑡), где a  

– сорт частиц ( )nie  , , . Функция распределения представляет собой плотность 

частиц в конфигурационном пространстве (𝑟, 𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ ), то есть среднее число частиц: 

 

𝑑𝑛𝑎 = 𝑓𝑎(𝑟, 𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ , 𝑡)𝑑𝑟𝑑𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗   

Средние характеристики плазмы (концентрация aN , средняя скорость au  и 

температура aT ) могут быть выражены с помощью функции af следующим 

образом: 

𝑁𝑎 = ∫𝑓𝑎(𝑟, 𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ , 𝑡)𝑑𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗  ; 𝑁𝑎𝑢𝑎⃗⃗ ⃗⃗⃗ = ∫𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ 𝑓𝑎(𝑟, 𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ , 𝑡)𝑑𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗    

3

2
𝑁𝑎𝑇𝑎 =

𝑚𝑎

2
∫(𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ − 𝑢𝑎⃗⃗ ⃗⃗⃗)

2𝑓𝑎𝑑𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ . 
(1) 

Уравнение, описывающее изменение 
a

f
 

в пространстве скоростей, 

координат и времени, называется кинетическим уравнением Больцмана и имеет 

вид: 
𝜕𝑓𝑎

𝜕𝑡
+ 𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗

𝜕𝑓𝑎

𝜕𝑟
+
𝐹𝑎⃗⃗⃗⃗⃗

𝑚

𝜕𝐹𝑎

𝜕𝑉𝑎⃗⃗ ⃗⃗⃗
= ∑ 𝑆𝑎𝑏𝑏 . (2) 

Здесь: 

𝐹𝑎⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑒𝑖 (𝐸⃗⃗ +
1

𝑐
[𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝐵⃗⃗]) + 𝑚𝑎𝑔⃗ – сила, действующая на частицу сорта a , 

а интеграл столкновений Больцмана: 

 

𝑆𝑎𝑏 = −∬𝑑𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ 𝑑𝛺𝑞(𝑢, 𝛼)𝑢 {𝑓𝑎(𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ )𝑓𝑏(𝑉𝑏⃗⃗⃗⃗⃗) − 𝑓𝑎(𝑉𝑎
′⃗⃗⃗⃗⃗)𝑓𝑏(𝑉𝑏

′⃗⃗⃗⃗⃗)} (3) 

описывает изменение функции распределения 
a

f  частиц сорта a  при их 

соударениях с частицами сорта b , где: 

𝑉𝑎
′⃗⃗⃗⃗⃗,  𝑉𝑏

′⃗⃗⃗⃗⃗ – скорости частиц до соударения;  

𝑉𝑎
⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑉𝑏

⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗, – скорости частиц после соударения;  

𝑢 = |𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ − 𝑉𝑏⃗⃗⃗⃗⃗| – относительная скорость частиц a  и b  после соударения;  

𝛼 = 𝛼 (𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ − 𝑉𝑏⃗⃗⃗⃗⃗, 𝑉𝑎
′⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑉𝑏

′⃗⃗⃗⃗⃗) – угол рассеяния;  

( ),uq  – дифференциальное сечение рассеяния. 

Интегрирование в (3) проводится по скоростям рассеивающихся частиц и 

по углам рассеяния  ddd   sin= , где  – азимутальный угол. 



Помимо кинетического уравнения в систему уравнений, описывающих 

плазму, необходимо ввести уравнения электродинамики – уравнения Максвелла 

[Шелухин и др., 2009]: 

0 

4 

1
 

41
 

=

=




−=

+



=

Bdiv

Ediv

t

B

c
Erot

j
ct

E

c
Brot





 (4) 

Входящие в уравнения (4) плотности заряда   и тока 𝑗 определяются через 

параметры плазмы следующим образом: 

 

𝜌 =∑𝑒𝑎𝑁𝑎
𝑎

=∑𝑒𝑎∫𝑓𝑎(𝑟, 𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ , 𝑡)𝑑𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗

𝑎

 

𝑗 =∑𝑒𝑎𝑁𝑎𝑢𝑎⃗⃗ ⃗⃗⃗ = ∑𝑒𝑎∫𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ 𝑓𝑎(𝑟, 𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ , 𝑡)𝑑𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗

𝑎𝑎

 

(5) 

Таким образом, система уравнений для функции распределения и полей 

(2), (3), (4) и (5) образует замкнутую систему. В плазме устанавливается такое 

распределение частиц по скоростям и в пространстве, при котором поля 

поддерживают это распределение и определяются им. Говорят, что в плазме 

устанавливается самосогласованное поле. 

 

Функция распределения в равновесных условиях 

Пусть на плазму, состоящую из частиц одного сорта, не действуют 

внешние силы. Тогда с течением времени в плазме установится некоторое 

равновесное и стационарное распределение, функция распределения которого не 

зависит от координат и времени. Из (2) и (3) следует, что 0

a
f  удовлетворяет 

уравнению: 

𝑆𝑎𝑎 = 0 

𝑓𝑎
0(𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ )𝑓𝑎

0(𝑉𝑎1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝑓𝑎
0(𝑉𝑎

′⃗⃗⃗⃗⃗)𝑓𝑎
0 (𝑉𝑎1

′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) 
(6) 

Здесь 𝑉𝑎1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗ – скорости полевых частиц сорта a , на которых рассеиваются 

пробные частицы этого сорта со скоростями 𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ . Прологарифмируем выражение 

(6) 

𝑙𝑛𝑓𝑎
0(𝑉𝑎⃗⃗⃗⃗ ) + 𝑙𝑛𝑓𝑎

0(𝑉𝑎1⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗) = 𝑙𝑛𝑓𝑎
0(𝑉𝑎

′⃗⃗⃗⃗⃗) + 𝑙𝑛𝑓𝑎
0 (𝑉𝑎1

′⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗). (7) 

Величины, сумма которых не меняется при столкновении, называются 

аддитивными интегралами движения.  

При столкновениях мы имеем интеграл массы: 



𝑚𝑎 +𝑚𝑎1 = 𝑚𝑎
′ +𝑚𝑎1

′  

Интеграл импульса: 

𝑚𝑎𝑉⃗⃗𝑎 +𝑚𝑎1𝑉⃗⃗𝑎1 = 𝑚𝑎
′ 𝑉⃗⃗𝑎

′ +𝑚𝑎1
′ 𝑉⃗⃗𝑎1

′  

Интеграл энергии: 

𝑚𝑎𝑉⃗⃗𝑎
2 +𝑚𝑎1𝑉⃗⃗𝑎1

2 = 𝑚𝑎
′ 𝑉⃗⃗𝑎

′2 +𝑚𝑎1
′ 𝑉⃗⃗𝑎1

′2 

Отсюда следует, что 0ln
a

f  является линейной функцией интеграла 

движения, то есть: 

ln 𝑓𝑎
0 = 𝛼𝑚𝑎 + 𝛽𝑚𝑎𝑉⃗⃗𝑎 + 𝛾

𝑚𝑎 𝑉⃗⃗𝑎
2

2
. (8) 

Постоянные  ,  и  могут быть выражены через средние параметры 

плазмы согласно (6). Окончательно получим: 

𝑓𝑎
0 = 𝑁𝑎 (

𝑚𝑎

2𝜋𝑇𝑎
)
3 2⁄

exp [−
𝑚𝑎(𝑉⃗⃗⃗𝑎−𝑢⃗⃗⃗𝑎)

2

2𝑇𝑎
]. (9) 

Полученная функция описывает распределение частиц по скоростям в 

равновесной плазме и называется функцией распределения Максвелла. 

 

Интеграл столкновений Больцмана в форме Ландау 

При соударениях заряженных частиц дифференциальное сечение 

рассеяния (формула Резерфорда) имеет вид [Шаповалов и др., 2012]: 

𝑞(𝑢, 𝛼) = (
𝑒2

2𝑚𝑢2
)

2

∙
1

sin4
𝛼
2

. (10) 

Отсюда видно, что основной вклад в рассеяние при столкновениях 

заряженных частиц вносит рассеяние на малые углы, то есть с малыми 

изменениями импульса и энергии. Это обстоятельство позволяет разложить 

второе слагаемое (3) в ряд по малым изменениям скорости при столкновении и 

представить интеграл соударений (3) в дифференциальной форме Ландау: 

𝑆𝑎𝑏 = −𝑑𝑖𝑣𝑉⃗⃗⃗𝑎𝑗𝑎𝑏 

𝑗𝑎𝑏 =
1

2𝑁𝑏
∫𝑑𝑉⃗⃗𝑏𝑣𝑎𝑏(𝑢)

{
 

 𝑢2 [
𝑚𝑎

𝑚𝑏
𝑓𝑎
𝜕𝑓𝑏
𝜕𝑉𝑏

− 𝑓𝑏
𝜕𝑓𝑎
𝜕𝑉𝑎

] −

−𝑢⃗⃗ [
𝑚𝑎

𝑚𝑏
𝑓𝑎 (−𝑢⃗⃗

𝜕𝑓𝑏
𝜕𝑉𝑏

) − 𝑓𝑏 (𝑢⃗⃗
𝜕𝑓𝑎
𝜕𝑉𝑎

)]
}
 

 

, 
(11) 

где 𝑑𝑖𝑣𝑉⃗⃗⃗𝑎  – дивергенция в пространстве скоростей, 𝑗𝑎𝑏 – поток в 

пространстве скоростей. 
 

Здесь 𝑣𝑎𝑏(𝑢) =
4𝜋𝑒4𝑁𝑏

𝑚𝑎
2𝑢3

Λ, где 𝑢 = 𝑉⃗⃗𝑎 − 𝑉⃗⃗𝑏, а Λ = ln
𝑚𝑎𝑟𝐷𝑉𝑎

2

e2
 – так называемый 

кулоновский логарифм.  



Кулоновский логарифм появился при интегрировании сечения рассеяния 

(10) по углу рассеяния  .  

Вообще говоря, этот интеграл расходится на нижнем пределе 

интегрирования, то есть при 𝛼 → 0, а так как α ≈
𝑒2

𝑚𝑎𝑉𝑎
2𝜌

, где  – прицельное 

расстояние, то он расходится при больших  . Однако учитывая, что кулоновское 

поле образуется на расстоянии 
D

r  (дебаевский радиус), можно выбрать в 

качестве нижнего предела по 𝛼 величину αmin ≈
𝑒2

𝑚𝑎𝑉𝑎
2𝑟𝐷

. Учитывая, что 
𝑚𝑎𝑉𝑎

2

𝑒2
𝑟𝐷⁄
≈

𝑇

𝜔
≫ 1, то для газовой плазмы можно видеть, что приближенный характер 

проведённых расчетов не влияет на величину  , так как под логарифмом стоит 

большая величина. 

 

Упрощение интеграла столкновений Ландау 

Пусть в плазме имеется одно выделенное направление 𝐵⃗⃗𝑧𝑥𝑦. Введём в 

пространстве скоростей сферическую систему координат, направив ось z вдоль 

𝑆 и систему yxz  с осью 𝑍′ вдоль 𝑉⃗⃗𝑎 (рис. 1). 

 
Рисунок 1 – Сферическая система координат 

 

Пусть 𝜑𝑎 = 0, то есть 𝑦⃗ = 𝑦⃗′. Предположим, что функции распределения 

не зависят от азимутального угла 
ab

  – вращения частиц поперек 𝐵⃗⃗. Тогда 

𝑓(𝑉⃗⃗) = 𝑓(𝑉, 𝛳), где   – питч-угол, V  – модуль скорости. В этом случае имеем: 
 

𝑑𝑖𝑣𝑗𝑎𝑏 =
1

𝑉𝑎
2

𝜕

𝜕𝑉
(𝑉𝑎

2𝑗𝑉) +
1

𝑉𝑎 sin 𝜃𝑎

𝜕

𝜕𝜃𝑎
(sin 𝜃𝑎𝑗𝜃) = 

=
1

𝑉𝑎
2

𝜕

𝜕𝑉𝑎
(𝑉𝑎

2𝑗𝑉) −
1

𝑉𝑎

𝜕

𝜕𝜇
[(1 − 𝜇2)

𝑗𝜃
sin 𝜃𝑎

], 

где 
a

 cos= .                         

 



 

Предположим также, что функция распределения полевых частиц 
b

f  

является сферически симметричной, то есть  
𝜕𝑓𝑏

𝜕𝜃
= 0 и  

𝜕𝑓𝑏

𝜕𝑉
≠ 0. 

 

Учитывая, что 
𝜕𝑓

𝜕𝑉
= 𝑒𝑉

𝜕𝑓

𝜕𝑉
+ 𝑒𝜃

1

𝑉

𝜕𝑓

𝜕𝜃
. Получим: 

𝑗𝑉 = −
1

2𝑁𝑏
[𝑉𝑎𝑓𝑎𝐴1 +

𝜕𝑓𝑎
𝜕𝑉𝑎

𝐴2 +
1

𝑉𝑎

𝜕𝑓𝑎
𝜕𝜃𝑎

𝐴3] 

𝑗𝜃 =
1

2𝑁𝑏
[𝑉𝑎𝑓𝑎𝐵1 −

𝜕𝑓𝑎
𝜕𝑉𝑎

𝐵2 −
1

𝑉𝑎

𝜕𝑓𝑎
𝜕𝜃𝑎

𝐵3] 

𝐴1 = −
𝑚𝑎

𝑚𝑏
∫𝑉𝑏

𝜕𝑓𝑏
𝜕𝑉𝑏

(1 − cos2 𝛼)𝑣(𝑢)𝑑𝑉⃗⃗𝑏 

𝐴2 = ∫𝑓𝑏𝑉𝑏
2(1 − cos2 𝛼)𝑣(𝑢)𝑑𝑉⃗⃗𝑏 

𝐴3 = ∫𝑓𝑏𝑉𝑏 cos 𝛽 (𝑉𝑎 − 𝑉𝑏cos 𝛼)𝑣(𝑢)𝑑𝑉⃗⃗𝑏 ≈ cos 𝛽 

𝐵1 =
𝑚𝑎

𝑚𝑏
∫
𝜕𝑓𝑏
𝜕𝑉𝑏

cos 𝛽 (𝑉𝑎 − 𝑉𝑏 cos 𝛼)𝑣(𝑢)𝑑𝑉⃗⃗𝑏 ≈ cos𝛽 

𝐵2 = 𝐴3 

𝐵3 = ∫𝑓𝑏(𝑢
2 − 𝑉𝑏

2 cos2 𝛽)𝑣(𝑢)𝑑𝑉⃗⃗𝑏 

𝑉𝑏𝑥 = 𝑉𝑏 cos 𝛽 = 𝑉𝑏 sin 𝛼 sin 𝜀 (рис.2) 

 

 

 
Рисунок 2 – Проекция вектора 𝑉⃗⃗𝑏 

 

Учитывая, что 

 

𝑑𝑉⃗⃗𝑏 = 𝑉𝑏
2𝑑𝑉𝑏 sin 𝛼 𝑑𝛼 𝑑𝜀 

 

имеем: 



∫ 𝑑𝜀

2𝜋

0

cos 𝛽 ≈ ∫ sin 𝜀𝑑𝜀 = 0

2𝜋

0

 

Отсюда 𝐴3 = 𝐵2 = 𝐵1 = 0. 
Далее при вычленении 𝐵3, 𝐴1, 𝐴2  учитываем: 

 

𝐽1 = ∫ 𝑑𝜀∫ 𝑑𝛼
sin 𝛼(1 − cos2 𝛼)

𝑢3

𝜋

0

2𝜋

0

= −2𝜋∫
(1 − cos2 𝛼)𝑑 cos 𝛼

(𝑉𝑎
2 + 𝑉𝑏

2 − 2𝑉𝑎𝑉𝑏 cos 𝛼)
3
2⁄
=

𝜋

0

=
8𝜋

3
{
𝑉𝑏
−3, 𝑉𝑎 ≤ 𝑉𝑏
𝑉𝑎
−3, 𝑉𝑎 ≥ 𝑉𝑏

 

 

𝐽2 = ∫ 𝑑𝜀
2𝜋

0
∫

cos𝛼 𝑑 cos𝛼

𝑢3
= 8𝜋 {

𝑉𝑏

𝑉𝑎
2(𝑉𝑎

2−𝑉𝑏
2)
,   𝑉𝑎 ≥ 𝑉𝑏

𝑉𝑎

𝑉𝑏
2(𝑉𝑏

2−𝑉𝑎
2)
, 𝑉𝑎 ≤ 𝑉𝑏  

𝜋

0
. 

 

Окончательно получим: 

𝑆𝑎𝑏 =
1

2𝑉𝑎
2

𝜕

𝜕𝑉𝑎
{𝐴1𝑉𝑎

3𝑓𝑎 + 𝐴2𝑉𝑎
2 𝜕𝑓𝑎

𝜕𝑉𝑎
} +

𝐵3

𝑉𝑎
2

𝜕

𝜕𝜇
[(1 − 𝜇2)

𝜕𝑓𝑎

𝜕𝜇
], (12) 

 
где 

𝐴1 =
4𝜋𝑣(𝑉𝑎)

𝑁𝑏

𝑚𝑎

𝑚𝑏
∫ 𝑉𝑏

3𝑓𝑏(𝑉𝑏)𝑑𝑉𝑏

𝑉𝑎

0

 

𝑣(𝑉𝑎) =
4𝜋𝑒4𝑁𝑏

𝑚𝑎
2𝑉𝑎

3 Λ 

𝐴2 =
4𝜋𝑣(𝑉𝑎)

3𝑁𝑏
[∫ 𝑉𝑏

4𝑓𝑏(𝑉𝑏)𝑑𝑉𝑏

𝑉𝑎

0

+ 𝑉𝑎
3 ∫ 𝑉𝑏𝑓𝑏(𝑉𝑏)𝑑𝑉𝑏

∞

𝑉𝑎

] 

𝐵3 =
2𝜋𝑣(𝑉𝑎)

𝑁𝑏
[𝑉𝑎

2∫ 𝑉𝑏
2𝑓𝑏(𝑉𝑏)𝑑𝑉𝑏

𝑉𝑎

0

+ 𝑉𝑎
3 ∫ 𝑉𝑏𝑓𝑏(𝑉𝑏)𝑑𝑉𝑏

∞

𝑉𝑎

] −
𝐴2
2

 

 

Поскольку в интеграле столкновений Ландау учитываются только 

кулоновские соударения, то он часто называется кулоновским интегралом 

соударений. 

Рассмотрим выражение для кулоновского интеграла в случае соударений 

электронов и ионов. Примем, что ионы распределены по скоростям в 

соответствии с максвелловской функцией распределения: 



𝑓𝑖(𝑉𝑖) = 𝑁𝑖 (
𝑚𝑖

2𝜋𝑇𝑖
)

3
2⁄

exp (−
𝑚𝑖𝑉𝑖

2

2𝑇𝑖
) (13) 

Тогда получим, учитывая, что ( )→
aba

VVV  в 
  3 , 2 , 1

BAA  

𝑆𝑒𝑖 = 𝑣𝑒𝑖 {
𝑚𝑒

𝑚𝑖
𝑉
𝜕

𝜕𝑉
[𝑓𝑒 +

𝑇𝑖
𝑚𝑒𝑉

 
𝜕𝑓𝑒
𝜕𝑉
] +

1

2

𝜕

𝜕𝜇
[(1 − 𝜇2)

𝜕𝑓𝑒
𝜕𝜇
]} (14) 

Кулоновский интеграл для межэлектронных соударений, как это следует 

из (12), является нелинейным интегро-дифференциальным оператором и его 

использование при решении задач на определение 
e

f затруднительно. 

Однако в ряде интересных случаев, основная часть электронов 

распределена по максвелловскому закону, аналогичному (13) с температурой 
e

T  

и лишь высокоэнергетичный хвост функции распределения отличается от 

максвелловского. Тогда для электронов высоких энергий (больших скоростей) 

выражение (12) упрощается. В коэффициентах 
  3 , 2 , 1

BAA можно положить          

𝑉𝑎 = ∞,   𝑓𝑎 = 𝑓𝑒
𝜇
. Тогда имеем: 

𝑆𝑒𝑒 = 𝑣𝑒𝑒 {𝑉
𝜕

𝜕𝑉
[ 𝑓𝑒 +

𝑇𝑒
𝑚𝑒𝑉

𝜕𝑓𝑒
𝜕𝑉
] +

1

2

𝜕

𝜕𝜇
[(1 − 𝜇2)

𝜕𝑓𝑒
𝜕𝜇
]} (15) 

Полученное выражение для интегралов столкновений состоит из 2-х 

частей, описывающих изменение функции распределения в пространстве модуля 

скорости и питч-углов. При изменении f  в пространстве V изменяется средняя 

энергия частиц – говорят, что 1-е слагаемое в 
ab

S  описывает передачу энергии от 

частиц данного сорта к полевым частицам. При трансформации питч-углового 

распределения изменяется средний импульс частиц – 2-е слагаемое в 
ab

S

описывает передачу импульса к полевым частицам. Так, если 0=
ee

S , то 𝑓𝑒
0 +

𝑇𝑒

𝑚𝑒𝑉

𝜕𝑓𝑒
0

𝜕𝑉
= 0,

𝜕𝑓𝑒
0

𝜕𝜇
= 0.  

Отсюда 𝑓𝑒
0 = 𝐴𝑒𝑥𝑝 (−

𝑚𝑒𝑉𝑒
2

2𝑇𝑒
) – максвелловское распределение с нулевой 

средней скоростью – то есть некоторое начальное распределение в течение 

достаточно большего времени стремится к распределению полевых частиц. 

 

Упрощение интеграла столкновений Больцмана для электронов 

плазмы 

Столкновение электронов с ионами, как заряженных частиц, 

взаимодействующих по закону Кулона, описывает интеграл столкновений в 

форме Ландау – кулоновский интеграл соударений. Поэтому мы будем 

рассматривать интеграл Больцмана только для соударений электронов с 

нейтральными атомами и молекулами частично ионизированной плазмы [Эндер 

и др., 2011]. Соударения подобного рода можно подразделить на упругие и 

неупругие. 



А). Упругие соударения электронов с нейтральными частицами. Учитывая, 

что 
en

mm  , можно считать, что скорости нейтральной частицы до и после 

соударения равны между собой. Кроме того, что так как 
ne

VV  , то 
e

Vu   и 
en

S  

примет вид: 

𝑆𝑒𝑛 = −∬𝑑𝑉⃗⃗𝑛𝑑Ω 𝑞(𝑢, 𝑎)𝑉{𝑓𝑒(𝑉⃗⃗) − 𝑓𝑒(𝑉⃗⃗
′)}𝑓𝑛(𝑉⃗⃗𝑛). (16) 

При упругих соударениях модуль скорости лёгкой частицы практически не 

меняется, то есть 𝑓𝑒(𝑉⃗⃗) = 𝑓𝑒(𝑉, 𝜃), 𝑓𝑒(𝑉⃗⃗
′) = 𝑓𝑒(𝑉, 𝜃

′), где   ,  – питч-угол 

электрона до и после столкновения. 

Тогда, проводя интегрирование по 𝑉⃗⃗𝑛 и, учитывая, что концентрация 

нейтральных частиц 𝑁𝑛 = ∫𝑑𝑉⃗⃗𝑛𝑓𝑛(𝑉⃗⃗𝑛), получим: 

𝑆𝑒𝑛 = −𝑁𝑛∫𝑞(𝑉, 𝛼)𝑉{𝑓𝑒(𝑉, 𝜃) − 𝑓𝑒(𝑉, 𝜃
′)}𝑑Ω 

 

(16') 

Б). Неупругие соударения электронов с нейтральными частицами. В 

результате неупругих соударений меняется внутренняя энергия атома или 

молекулы газа: нейтральная частица возбуждается, переходя на высший 

энергетический уровень или ионизуется с образованием свободного электрона. 

При этом кинетическая энергия нейтральных частиц не меняется. Скорости 

электрона до и после соударения связаны соотношением: 

𝑚𝑒𝑉
′2

2
=
𝑚𝑒𝑉

2

2
+ 𝐸∗,  

где *E  – пороговая энергия возбуждения нейтральной частицы, то есть разность 

энергий возбужденного и основного состояний атома или молекулы. Отсюда 

𝑉′ = √𝑉2 + 𝑉∗2, 𝑉∗2 =
2𝐸∗

𝑚𝑒
. 

Эксперименты по изменению сечений неупругого рассеяния электронов на 

атомах и молекулах показывают, что после рассеяния электрон не изменяет 

направление своего движение, то есть: 

𝑞∗(𝑉, 𝛼) =
𝜎∗(𝑉)

2𝜋
𝛿(𝛼),  

где ( )  – дельта функция.  

Интеграл соударений Больцмана для неупругого рассеяния аналогично 

(12) можно записать: 

𝑆𝑒𝑛
∗ = −∬𝑑𝑉⃗⃗𝑛𝑑𝛺𝑓𝑛(𝑉⃗⃗𝑛){𝑉𝑒𝑞

∗(𝑉𝑒 , 𝛼)𝑓𝑒(𝑉⃗⃗𝑒) − 𝑉𝑒
′𝑞∗(𝑉′, 𝛼)}𝑓𝑒(𝑉⃗⃗𝑒

′). (17) 

Для упругих соударений относительные скорости до и после соударения 

равны, и мы получим для 
ab

S  форму (12). Подставив V   и *q  и учитывая, что: 

𝜃′ = 𝜃′(𝜃, 𝛼), 𝜃′(𝜃, 𝛼 = 0) = 𝜃,  

получим: 



𝑆𝑒𝑛
∗ = −𝑁𝑛[𝑉𝜎

∗(𝑉)𝑓𝑒(𝑉, 𝜃)] − √𝑉
2 + 𝑉∗2𝜎∗ (√𝑉2 + 𝑉∗2) × 

× 𝑓𝑒(√𝑉
2 + 𝑉∗2, 0). 

(17') 

 

Разложение функции распределения электронов в ряд по полиномам 

Лежандра 

Если функция распределения электронов близка к сферически 

симметричной, то есть слабо зависит от питч-угла, то целесообразно представить 

её в виде суммы сферически-симметричной части и совокупности угловых 

частей. Иначе говоря, удобно произвести разложение угловой части функции 

распределения в ряд по полиномам Лежандра [Улуханян, 2011]: 

𝑓𝑒(𝑉, 𝜇, 𝑟) = ∑𝑓𝑛𝑒(𝑉, 𝑟)𝑃𝑛(𝜇)

∞

𝑛=0

,    𝜇 = cos 𝜃. (18) 

Если 
e

f  является слабой функцией  , то 𝑓𝑒0 ≫ 𝑓𝑒1 ≫ 𝑓𝑒2… ≫ …, то есть в 

ряде (18) можно ограничиться двумя членами разложения, чем существенно 

облегчается решение кинетического уравнения. Далее, в случае сильной 

зависимости 
e

f  от питч-угла в форме 𝑓𝑒(𝜇) = 𝐴∏(𝜇), где ∏(𝜇) = {
1, 𝜇 ≥ 0
0, 𝜇 < 0

 

можно видеть, что коэффициенты разложения 
ne

f , называемые поправками 

функции распределения n-го порядка, убывают и ряд (18) сходится. 

Свойства полиномов Лежандра: 

𝑃0(𝜇) = 1, 𝑃1(𝜇) = 𝜇, 𝑃2(𝜇) =
1

2
(3𝜇2 − 1), |𝑃𝑛(𝜇)|max = 1 

𝑃0(𝑖) = 1, 𝑃2𝑛(−𝜇) =  𝑃2𝑛(𝜇),  𝑃2𝑛+1(−𝜇) = −𝑃2𝑛+1(𝜇),→ 𝑃𝑛(𝜇) = 

= (−1)𝑛𝑃𝑛(𝜇), 𝑃2𝑛+1(0) = 0 

(19) 

∫ 𝑃𝑛(𝜇)
1

−1
𝑃𝑚(𝜇)𝑑𝜇 =

2

2𝑚+1
𝜎𝑛𝑚  – свойство ортогональности полиномов 

Лежандра. 

Реккурентные соотношения: 

𝜇𝑃𝑛(𝜇) =
𝑛 + 1

2𝑛 + 1
𝑃𝑛+1(𝜇) +

𝑛

2𝑛 + 1
𝑃𝑛−1(𝜇), (20) 

 

(1 − 𝜇2)
𝜕𝑃𝑛(𝜇)

𝜕𝜇
=
𝑛(𝑛 + 1)

2𝑛 + 1
[𝑃𝑛−1(𝜇) − 𝑃𝑛+1(𝜇)], (21) 

 
(2𝑛 + 1)𝑃𝑛(𝜇) = 𝑃𝑛+1

′ (𝜇) − 𝑃𝑛−1
′ (𝜇), (22) 

Теорема сложения: 



cos 𝜃′ = cos 𝜃 cos 𝛼 + sin 𝜃 sin 𝛼 cos 𝜀, (23) 

где    ,  – питч-углы до и после рассеяния,    ,  – углы рассеяния, то: 

𝑃𝑛(cos 𝜃
′) ==

𝑃𝑛(cos 𝜃)𝑃𝑛(cos 𝛼)+2∑
(𝑛−𝑘)!

(𝑛+𝑘)!
𝑃𝑛
𝑘(cos 𝜃)𝑃𝑛

𝑘(cos 𝛼)𝑛
𝑘=1 cos 𝑘𝜀. 

(23') 

Найдем кинетическое уравнение для поправок функции распределения, 

записав предварительно основное кинетическое уравнение в так называемом 

дрейфовом приближении. В этом случае мы считаем, что электроны 

представляют собой элементарные магнитные моменты (ларморовские 

окружности), на которые действуют электрическая сила eE , направленная вдоль 

магнитного поля 𝐵⃗⃗, и выталкивающая магнитная квазисила 𝐹⃗𝐵∥ = −𝜇
𝜕𝐵

𝜕𝑆
=

−
𝑚𝑒𝑉⊥

2

2𝐵

𝜕𝐵

𝜕𝑆
 (гравитацию  𝑚𝑒𝑔⃗ не учитываем ввиду малости 

e
m ). Тогда, считая, что 

функция распределения 
e

f  изменяется в пространстве только вдоль 𝐵⃗⃗, получим: 

𝜕𝑓𝑒

𝜕𝑡
+ 𝑉∥

𝜕𝑓𝑒

𝜕𝑆
−

𝑒𝐸⃗⃗

𝑚𝑒

𝜕𝑓𝑒

𝜕𝑉⃗⃗⃗
+
𝐹⃗𝐵∥

𝑚𝑒

𝜕𝑓𝑒

𝜕𝑉∥
=

𝑞(𝑉,𝜃,𝑆)

4𝜋
+ 𝑆𝑒𝑛 + 𝑆𝑒𝑛

∗ + 𝑆𝑒𝑖 + 𝑆𝑒𝑒. (24) 

Здесь ( )SVq ,,  – скорость образования электронов в 1см3 за 1 секунду в 

интервале скоростей 𝑉⃗⃗ ÷ 𝑉⃗⃗ + 𝑑𝑉⃗⃗ в точке с координатой S , где S  – координата 

вдоль магнитного поля.  

Полная скорость образования электронов в 1 см3 за секунду под действием 

некоторого источника: 

𝑄(𝑆) = ∫ ∫∫ 𝑞(𝑉, 𝜃, 𝑆)𝑉2
2𝜋

0

sin 𝜃𝑑𝜃𝑑𝜑.

𝜋

0

∞

0

 

Далее, учитывая, что: 

𝑒𝐸
𝜕𝑓𝑒

𝜕𝑉⃗⃗
= 𝑒𝐸𝑉

𝜕𝑓𝑒
𝜕𝑉

+ 𝑒𝐸𝜃
𝜕𝑓𝑒
𝜕𝜃

= 𝑒𝜇𝐸
𝜕𝑓𝑒
𝜕𝑉

+ 𝑒
𝐸(1 − 𝜇2)

𝑉

𝜕𝑓𝑒
𝜕𝜇

 

𝐹⃗𝐵∥

𝑚𝑒

𝜕𝑓𝑒

𝜕𝑉∥
= −

𝑉2(1−𝜇2)

2𝐵

𝜕𝐵

𝜕𝑆

𝜕𝑓𝑒

𝜕(𝑉𝜇)
= −𝑉(1 − 𝜇2)

𝜕𝐵

𝜕𝑆

1

2𝐵

𝜕𝑓𝑒

𝜕𝜇
. 

 

и что  𝜕(𝑉𝜇) = 𝑉𝜕𝜇), так как в магнитном поле модуль скорости V  не меняется, 

окончательно получим кинетическое уравнение в виде: 

𝜕𝑓𝑒
𝜕𝑡

+ 𝜇𝑉
𝜕𝑓𝑒
𝜕𝑆

−
𝑒𝐸⃗⃗

𝑚𝑒
[𝜇
𝜕𝑓𝑒
𝜕𝑉

+
1 − 𝜇2

𝑉

𝜕𝑓𝑒
𝜕𝜇
] − 𝑉(1 − 𝜇2)

𝜕𝐵

𝜕𝑆

1

2𝐵

𝜕𝑓𝑒
𝜕𝜇

= 

𝑞(𝑉, 𝜃, 𝑆)

4𝜋
+ 𝑆𝑒𝑛 + 𝑆𝑒𝑛

∗ + 𝑆𝑒𝑖 + 𝑆𝑒𝑒 . 

(24') 

При определении уравнения для поправок будем пренебрегать третьим и 

вторым слагаемыми в правой части (24'). Подставим разложение (18) в уравнение 

(24') и, умножая его на ( )
m

P , проинтегрируем полученное выражение по 𝑑Ω =



𝑑𝜇, (𝜇 = −1 ÷ +1). Тогда учитывая (19) и (20), получим рекуррентные 

соотношения для поправок: 
𝜕𝑓𝑒
𝜕𝑡

+ 𝑉 [
𝑚 + 1

2𝑚 + 3

𝜕𝑓𝑚+1
𝜕𝑆

+
𝑚

2𝑚 − 1

𝜕𝑓𝑚−1
𝜕𝑆

] = 

=
1

4𝜋
∫𝑞(𝑉, 𝜇, 𝑆)𝑃𝑚(𝜇)𝑑𝜇 ∙

2𝑚 + 1

2

1

−1

+
2𝑚 + 1

2
∑∫ 𝑆𝑃𝑚(𝜇)𝑑𝜇

1

−1

, 

𝑆𝑚 = ∫𝑆𝑃𝑚(𝜇)𝑑𝜇 ∙
2𝑚 + 1

2
.

1

−1

 

 

Если  𝑞 = 𝑞(𝑉, 𝑆), то   𝑞𝑚 =
𝑞(𝑉,𝑆)

4𝜋
𝛿𝑚0. 

Рассмотрим выражение для интегралов столкновений. 

А). Упругий интеграл. 

𝑆𝑚𝑒𝑛 = − ∫𝑁𝑛𝑃𝑚(𝜇)𝑑𝜇

1

−1

∫∫ sin 𝛼𝑑𝛼𝑑𝜀𝑉𝑞(𝑉, 𝛼)

2𝜋

0

𝜋

0

∙ 

∙ {∑𝑓𝑛

𝑛

𝑘=1

𝑃𝑛(cos 𝜃) −∑𝑓𝑛

∞

𝑛=0

[𝑃𝑛(cos 𝜃)𝑃𝑛(cos 𝛼) + 𝐴]}
2𝑚 + 1

2
  

𝐴 = 2∑
(𝑛 − 𝑘)!

(𝑛 + 𝑘)!
𝑃𝑛
𝑘(cos 𝜃)

𝑛

𝑘=1

𝑃𝑛
𝑘(cos 𝛼) cos 𝑘𝜀 

∫ cos 𝑘𝜀𝑑𝜀 =
1

𝑘
sin 𝑘𝜀

2𝜋

0

|
2𝜋
0
= 0 

 

 
Тогда получим: 

𝑆𝑚𝑒𝑛 = −𝑉𝑁𝑛𝑓𝑚2𝜋∫ 𝑞(𝑉, 𝛼)[1 − 𝑃𝑚(cos 𝛼) sin 𝛼𝑑𝛼]

𝜋

0

 

𝜎𝑇𝑃𝑚 = 2𝜋 ∫ 𝑞(𝑉, 𝛼)[1 − 𝑃𝑚(cos 𝛼)]
𝜋

0
sin 𝛼𝑑𝛼 = 2𝜋 ∫ 𝑞(𝑉, 𝑥)[1 − 𝑃𝑚(𝑥)]

1

−1
𝑑𝑥, 

 

 
Где 

ТРm
  – транспортное сечение рассеяния. 

𝑆𝑚𝑒𝑛 = −𝑓𝑚𝜎𝑇𝑃𝑚𝑁𝑉 = −𝑣𝑚𝑒𝑛(𝑉)𝑓𝑚.  

Если сечение упругого рассеяния не зависит от угла рассеяния  , то: 



𝜎𝑇𝑃𝑚 = 4𝜋𝑞(𝑉)[1 − 𝛿𝑚0] = {
4𝜋𝑞(𝑉), 𝑚 ≠ 0
0, 𝑚 = 0

.  

Б). Неупругий интеграл соударений преобразуется тождественно: 

𝑆𝑚𝑒𝑛
∗ = −𝑁𝑛 ⌊𝑉𝜎

∗(𝑉)𝑓𝑚(𝑉) − √𝑉
2 + 𝑉∗2𝜎∗ (√𝑉2 + 𝑉∗2) 𝑓𝑚 (√𝑉

2 + 𝑉∗2)⌋.  

В). Кулоновский интеграл. 

𝑆𝑒𝑒𝑚 =
2𝑚 + 1

2
∫𝑃𝑚(𝜇)𝑑𝜇𝑣𝑒0 [∑𝑃𝑚(𝜇) {𝑉

𝜕

𝜕𝑉
[𝑓𝑛 +

𝑇𝑒
𝑚𝑒𝑉

𝜕𝑓𝑛
𝜕𝑉
]} + +

∞

𝑛=0

1

−1

+
1

2
∑𝑓𝑛𝐴𝑛

∞

𝑛=0

] 

𝐴𝑛 =
𝜕

𝜕𝜇
[(1 − 𝜇2)

𝜕𝑓𝑛(𝜇)

𝜕𝜇
] 

 

𝐴𝑛 =
𝜕

𝜕𝜇
[(1 − 𝜇2)

𝜕𝑓𝑛(𝜇)

𝜕𝜇
] = 𝑛(𝑛 + 1)𝑃𝑛(𝜇) – полиномы являются 

собственными функциями угловой части кулоновского интеграла, чем 

объясняется их использование. 

Учитывая (22), (21), (19), получим: 

∑ ∫𝑃𝑚(𝜇)𝑑𝜇
𝜕

𝜕𝜇
[(1 − 𝜇2)

𝜕𝑃𝑛(𝜇)

𝜕𝜇
]

1

−1

∞

𝑛=0

= −∑ ∫𝑃𝑚(𝜇) [(1 − 𝜇
2)
𝜕𝑃𝑛(𝜇)

𝜕𝜇
]

1

−1

∞

𝑛=0

= 

= ∑
𝑛(𝑛 + 1)

2𝑛 + 1

∞

𝑚=0

[ ∫𝑃𝑛−1𝑑𝑃𝑚(𝜇) − ∫𝑃𝑛+1𝑑𝑃𝑚(𝜇)

1

−1

1

−1

] =   

= −∑
𝑛(𝑛 + 1)

2𝑛 + 1

∞

𝑚=0

𝑃𝑚(𝜇)[𝑃𝑛−1(𝜇) − 𝑃𝑛+1(𝜇)] |
+1
−1

+ 

+ ∑
𝑛(𝑛 + 1)

2𝑛 + 1

∞

𝑚=0

∫𝑃𝑚(𝜇)[𝑃𝑛−1
′ (𝜇) − 𝑃𝑛+1

′ (𝜇)]𝑑𝜇 =

1

−1

  

= −∑ 𝑛(𝑛 + 1)

∞

𝑚=0

2

2𝑛 + 1
𝛿𝑚𝑛 ∙

𝑚(𝑚 + 1)

2𝑚 + 1
. 

 

Окончательно получим: 



𝑆𝑒𝑒𝑚 = 𝑣𝑒𝑒 {𝑉
𝜕

𝜕𝑉
[𝑓𝑚 +

𝑇𝑒
𝑚𝑒𝑉

𝜕𝑓𝑚
𝜕𝑉

] −
𝑚(𝑚 + 1)

2
𝑓𝑚}.  

Аналогично можно записать выражение для 𝑆𝑒𝑖.  
Выпишем в явном виде уравнение для нулевой и первой поправок, считая, 

что  𝑓2 ≪ 𝑓1   и  
𝑚𝑒

𝑚𝑖
≪ 1: 

𝜕𝑓0
𝜕𝑡

+
𝑉

3

𝜕𝑓1
𝜕𝑆

=
𝑞(𝑉, 𝑆)

4𝜋
+ 𝑆𝑒𝑛0

∗ + 𝑣𝑒𝑒𝑉
𝜕

𝜕𝑉
[𝑓0 +

𝑇𝑒
𝑚𝑒𝑉

𝜕𝑓0
𝜕𝑉
] 

𝜕𝑓1
𝜕𝑡

+ 𝑉
𝜕𝑓0
𝜕𝑆

=  −𝑣1𝑒𝑛(𝑉)𝑓1 + 𝑆𝑒𝑛1
∗ + 𝑣𝑒𝑒𝑉

𝜕

𝜕𝑉
[𝑓1 +

𝑇𝑒
𝑚𝑒𝑉

𝜕𝑓1
𝜕𝑉
] − 𝑣𝑒𝑒(𝑉)𝑓1. 

(25) 

Найдём выражения для концентрации и потока электронов, учитывая 

ортогональность полиномов Лежандра, получим: 

𝑁𝑒 = 4𝜋∫ 𝑓0(𝑉)𝑉
2𝑑𝑉

∞

0

 

𝑃𝑒
∥ = 𝑁𝑒𝑢𝑒

4 = 2𝜋∫ ∫∑𝜇𝑉𝑓𝑛(𝑉)𝑃𝑛(𝜇)𝑑𝜇𝑉
2𝑑𝑉

∞

𝑛=0

=
4𝜋

3
∫ 𝑓1(𝑉)𝑉

3𝑑𝑉

∞

0

1

−1

∞

0

 

 

Отсюда видно, что нулевая поправка функции распределения представляет 

концентрацию электронов, а первая (т.е. отклонение от сферической  симметрии) 

– поток электронов. 

В уравнение для 
0

f  не входит интеграл упругих соударений 
en

S  и часть 

интеграла Ландау, учитывающая диффузию по питч-углам (т.е. изменение 

импульса электрона), так как эти процессы не влияют на концентрацию. 

А в уравнение для 
1

f  не входит источник, так как если 𝑞 ≠ 𝑞(𝜇), то 

источник не даёт вклад в поток. 

 

Результаты и обсуждение 

Для исследования и визуализации полученных зависимостей было 

разработано программно-моделирующее приложение. В статье проведены 

исследования вероятностных характеристик распределения частиц по скоростям 

и в пространстве, при котором поля поддерживают это распределение и 

определяются им. В частности на рисунке 3 представлены результаты 

параметрических исследований функции распределения в равновесных 

условиях, которая описывает распределение частиц по скоростям в равновесной 

плазме и называется функцией распределения Максвелла. Представленные 

графики построены для разных температур 𝑇𝑒 = 1000° 𝐾 (кривая 1 синяя) и 𝑇𝑒 =
2000° 𝐾 (кривая 2 красная), для следующих значений параметров, входящих в 

выражение (9): ( )365 1010 −−= cмNe , ( )кгme

31101.9 −= , ( )ссмVe /107= , ( )cсмие /10 1−= . 

 



 

Рисунок 3 – Результаты параметрических исследований функции 

распределения 

 

Заключение 

Уравнения (25) для нулевой и первой поправок получены для электронов 

больших энергий при следующих условиях: 

‒ скорость электронов много больше средних (тепловых) скоростей 

полевых частиц (электронов и ионов); 

‒ функции распределения полевых частиц сферически симметричны; 

‒ характеристики плазмы не зависят от азимутального угла; 

‒ так как в уравнениях (25) не учитываются силы, то нужно, чтобы 

потенциальная энергия электронов в поле сил была много меньше их 

кинетической энергии. 

В статье представлены результаты теоретических исследований плазмы 

ионосферы методами физической кинетики для повышения энергетического 

потенциала радиолиний спутниковой системы связи. 
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